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INTRODUCTION 
Soient C’(sl) l’espace des (classes de) fonctions de puissance Pihnc som- 
mables sur un ouvert Q de Rn, muni de la norme: 
II d IIP = (j, I dJWlP ql’p 
et Wm*p(l(d) l’espace de Sobolev des fonctions 4 de Lp(Q) dont les derides 
Dkq5 (au sens des distributions) d’ordre au plus egal a m appartiennent a Lp, 
muni de la norme 
II d II m,P = (,k; II D”$ ll;)l’p; Ok+ = ax,?.?&, 5’ (b) 
.m 1 92 
On associe B tout parametre h = (hi ,..., h,) un ensemble convenable 9&2) 
de multientiers LY = (01~ ,..., an) et un espace E,, de suites uh = (r.4h~)aetR,Co) sur 
~h(f-3. 
Nous allons co&mire des ophateurs l&aires continusp,m de Eh dam Wm*‘(Q) 
et des ophateurs rh de Wm*‘(in) dam Eh teh que: 
11 + - Phvh’# 1ik.P < Chm+l-kli ‘# iim+l.P 
pour toute 4 de Wm+l*P(12). 
(4 
Nous avons appele dans [I] approximation de Wm*p(Q) dans Eh la don&e 
des opCrateursphm (prolongement) et Y& (restriction) que nous awns construits 
au 5 2 et 3 du chapitre II et nous Ctudions ici l’erreur de troncature 1 - phmrh .
Nous definissons tout d’abord une classe de prolongements ph et une classe 
de restrictions rh et nous CnonGons au thkoreme 1 une condition suffisante 
pour que: 
II + - P,,G+ IIP -=c cWl 09 IP (4 
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Ceci Ctabli, nous rappelons la definition des prolongements phm introduits 
dans [I], a valeurs dans les espaces de Sobolev, et nous montrons au theoreme 
2 qu’il existe une restriction r,, telle que (c) ait lieu. Enfin, le theoreme 3 
Ctend le theoreme au cas des espaces W jnJ(Q), ou Q est un ouvert de R’“. Ce 
theoreme, joint aux resultats de [I], permet d’etudier le comportement de 
l’erreur entre les solutions d’un probkme aux limites pour les operateurs 
elliptiques et les solutions de schemas aux differences finies (voir [2]) et la 
construction de solutions approchees regulieres (voir [3]). Nous n’etudions 
pas ici les autres exemples de prolongements et de restrictions verifiant (d). 
NOTATIONS 
Nous designerons par p -+ u le produit de convolution de deux fonctions 
sommables: 
p * u(x) = j p(x)u(x - t) dt. 
Nous poserons: 
1 x 
PL(4 = g P i; ; 0 phPL(X) = b * pIl = k p i; -- aj 
On remarque que: 
(P * 4h = Ph * Oh ; Piha = M4 * Ph 
L’ensemble Z (resp. 2”) est l’ensemble des entiers (resp. des multientiers) 
positifs ou negatifs, l’espace 1 P = P(P) l’espace des suites de puissances 
Pien sommables sur Zn. 
Nous poserons, si + et I/ sont deux fonctions 
Associons aux vecteurs de Rtiz de composante pr ,..., pm les matrices B, de 
terme general (pa+) oh pa = 1, pk = 0 si K < 0. On verifie que ces matrices 
forment un groupe. On en deduit les formules du type suivant: 
j=q 
,1;1 ho-iui-a = 8-l V%B, = 44 
et il en resulte qu’il existe u1 ,..., a,,, tels que 
Nous utiliserons souvent ces formules dans ce qui suit. 
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1. LES RESTRICTIONS Y, 
Soit p une fonction a support compact, de masse totale Cgale a 1 dont les 
moments jusqu’a I’ordre m sont design& par pj: 
pj = P,-$ (1 <j < ml; 
( ) 
po= p(x)dx=l. 
I (1) 
Nous definirons yh de Lp dam LP par: 
(r,+)or = W2(ph”, 4) ‘pour tout 01 E 2 
2. LES PROLONGEMENTS p, 
11s sont definis a partir de la don&e d’une matrice: 
Am = (4k d) O<qbm 
On introduit les polyn6mes: 
(2) 
(3) 
vL7@4 = t dk, q) $ (0 < k < 4 
k=O 
(4) 
et, si x est la fonction caracteristique de [O,l], la fonction suivante: 
u(x) = g t,bmk(x - k)x(x - k) 
k=O 
(5) 
Soit u = (ZP) une suite de lp. 
On definit alors le prolongement p, par 
(6) 
a 
Remarquons que si 4 est un polynbme, phrh# est une fonction dont la restric- 
tion a chacun des intervalles (&,(a + 1) h) est un polyn8me (cf. (6)). 
3. EVALUATION DE L’ERRJZUR DE TRONCATURE DANS LES Lp 
THBORAME 1. Supposons que les polyno”mes lILmk(x) et les m-premiers moments 
pi de p v.hiJient les relations: 
Alors 
phrh$ = 4 pour tout polynhe 4 de de<@ < m 
De Plus, si 4 appavtient ri U7nz+1,P(R), alors 
(8) 
Sous donnerons au theoreme 2 un exemple de fonction c verifiant (7). 
D’apres (2) et (6), en prenant w =: (qhd)u, la fonction pnr& --- b, est Cgale 
sur chacun‘des intervalles (CA, (a + 1)h) a 
~/16(4 = LE” (P;-7zY b)hN” (5 -~ *) -~~ 4(4 
Supposons que + soit un polynome, alors 7,;(d) est un polynome. Mais: 
(10) 
(11) 
(12) 
(13) 
En reportant (11) dans (10) il en resulte que: 
D’aprb (7) on en deduit que: 
v(4) = 0 
Done si + est un polynome de degre m et si Blla est la fonction caracteristique 
de (0~5, (a + I)h): 
(14) 
Soit maintenant une fonction q5 indefiniment differentiable de Lp. D’apres la 
formule de Taylor jusqu’a l’ordre s, elle est Cgale a: 
Oh 
(4 est un polynome. 
(ii) wb(D”+G$) = ; sIh (x - t)SDS+l$(t) dt. 
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11 en rhlte done, d’aprks (13), que: 
Qy# = q&q+))) + ThNw&(Ds+l+) = @.fJ$p8+1$) 
L’inCgalitC (9) rhultera alors du: 
LEMME 1. sow l'hypoth& (7)(uwec q = 0) 
112 ~h~~h~(~,"h(C)) lip G chS+Y 4 UP si 0 < s 
a 
En effet (9) en rksulte puisque: 
Pi& -4 = c Qw(~) = c hw(~,",(~"+lb)). 
0: OL 
DCmontrons le Lemme 1. 
On remarque tout d’abord que pour 4 = 0, on a, d’aprks (7): 
&,+)=l; pO=jp(x)dx=l. 
k=O 
Done: 
Th%J:hw = k$o hnk (; - a) [I P;-k(YbJ:&w4 - y$Jm91 dY] 
Si (a, b) est le support de p, on en dkduit les irkgalitb: 
‘%?I &‘J:~(qb)~p 
(17) 
(18) 
(19) 
(20) 
P;-k(Y)(y&(+)(4 - %(99(Y)) dY IP 
G Cl 2 1 J P~-“(Y)(~ols,(~)(~) - ~.gNYN dY IP 
k=O 
<cz g sup 
orh<r< b+l)h 
I ~:,k4(~>Ip 
‘~=O (a+=-k)h<r< (b+a-k)h 
Soit a’ = inf (u - m, 1) et b’ = sup (b, 2). 
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Majorons maintenant j w&(+)Jp. 
/ ?&(+)I’ < c4 (j:, I4(X)l’d~)( ,I), (x - VP’ qp’. 
Si (a’ + ~3) h < x < (b’ + LX.) h, on a: 
1 jr, (x - ty dt IPIP’ < C5hSp+P’P’. 
(AprQ avoir fait le changement de variable t = uh). 
On en deduit done que: 
et que 
Ohal w,“,(~)~’ < cBhSP+P’P’ 
I 
(b’+dh 
~ 4(x)l’dt 
rh 
s 
ks+m 
j w$b)l’ < c,h(8+1)P 
ah I 
(b'+ulh 
14(x)I’dr 
dl 
Done, d’apres (25) et (21) 
j 1 C c~~~T~~(w~~(c$)~~ dx < cgh(S+l)P j- 1 $(x)1’ dt 
u 
(23) 
(24) 
(25) 
(26) 
ce qui demontre le lemme 1 et par suite le theoreme I. 
4. LES PROLONGEMENTS phnl 
Nous allons donner une xemple de fonction U(X) definie par (5) telle qu’il 
existe une fonction p verifiant (7) et telle que le prolongement associe, note 
phm, soit un operateur de Zp(Z) dans Wm*P(R). 
Soit x la fonction caracteristique de l’intervalle (0,l). Nous prendrons 
u(X)=,y*~~‘*x=xm+l= kt hnk(x - 4x(x -- k) (27) 
(m + 1) fois 
Les coefficients a,,(k, 4) de la matrice A,, sont alors egaux a: 
k 
a,(k 4) = (m -y # g (-Wk+1(~ - v’- (28) 
(cf. [l], chap. II, 5 2, no 2-l). 
40gizrjz-g 
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Alors x,,[, 1 appartient aux espaces lPJ’(R) et le prolongement: 
pJ&“k = W’2 1 u”x;+l,h(x) 
a 
(29) 
est a valeurs dans W”*,P(R). 
Les polynbmes &” ainsi dkfinis vkrifient la relation de rkcurrence suivante: 
LEMME 2. 
(Nous avons posC #$-,(x) = 0 si k ,< -1 et si k > m) 
En effet, 
m-1 
blais 
Xm+1 = x *xv! = x * c w * (1cl$-,x> 
I;=0 
x z+ ($kelx) = (j; q&(t) dt) x + (jb, #L(t) d") t*(l) * x) 
On en dCduit alors (30 i) et, en dtrivantj fois, (30 ii). 
Nous allons en dkduire le 
LEMME 3. II existe des constantes yrrLo, ~/ml,..., ynLn” telles que: 
pour tout q tel que 0 < q < m. 
Nous allons le dkmontrer par rkurrence sur m, le cas oti m 
evident. On dCduit du lemme 2 que: 
(ii) 
-hng(x) = j: A*(t) dt + j’Bq(t) dt (32) 
0 
= 
(31) 
0 Ctant 
(33) 
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On dkduit alors de (33) que: 
En effet: 
Utilisons alors l’hypothbe de rkcurrence: 
11 en rksulte done que: 
(9 
O-1 i+(t) = c up--1 $ 
I=0 
(ii) 
(ii) 
pour O<j<m--1 (35) 
pour 0 < q < m 
O<q<m-1 
q-l (-l)q-j 
uq-z = ,G (q _ j)! %?I 
(37) 
q (-1)“~j 3--1 
&--1 = - 
Sl (q -j)! ym-l 
Mais on remarque que si 0 S: q < m - 1: 
(36) 
(38) 
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En effet, d’aprks (37 ii), nous avons: 
Mais 
$ (-l)z+lc;=;-, = q+l-k 2 (--lW~+,-k = --I 
On en dCduit alors (38) et nous dksignons par ywlq(O < 4 < m - 1) I’une de 
ces expressions Cgales . 
Posons 
1,) -Ym - (39) 
I1 r&&e de (39), (38), (36) et (32) que 
ce qui dkmontre le Lemme 3. 
REMARQUE 1. Les fonctions xm+I sont m-fois diffkrentiables et vkrifient 
le Lemme 3. RCciproquement, ce sont les seules fonctions o(x)-de.le forme (5) 
qui sont m-fois dkrivables et qui vkrifient le Lemme 3. 
5. I?VALUATION DE L’ERREUR DE TRONCATURE DANS IPQ(R) 
THI?O&ME 2. On considkre le prolongement phrn d$Gzi par (29) et les 
nombres ~~(0 < j < m) dt;Jinis par les relations: 
PO = 1; i Pq-iYni’ = O C1 G Q G m) 
ozi les yzj(O < j < m) sont les constantes du Lemma 3. 
On choisit une fonrtion p ct support compact telle que: 
(41) 
s p(t) c dt = pj j! (O<j<m) (42) 
Les restrictions r,, d@nies h part& {‘une telle fonction p par (2) vkifient 
1) Di(phr9’& -- (b)llp < ch”-j 1~ D”+ jjP si j < s < m + 1 (43) 
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Puisque d’aprts le lemme 3 
L,*(x) = i yg-j $ 
j=O 
on en deduit d’apres (41) que: 
(7) 
pour 0 .< q < m. On deduit deja du theoreme 1 que: 
II 4 - P~“‘Yv$ IIP G ch” II W IIP pour (0 <s<m+l) (44) 
Supposons que 4 appartienne a Lp et soit indefiniment derivable. Si 0 < j -< m, 
on en dtduit que: 
DYP~~“‘YP#J - 4) = Di c 4wW = c bV%%)) 
I II 
Nous ailons Cvaluer DGha(#) = D%haw,Sh(Dsil~) (d’aprb (13)). 
DCsignons par: 
(45) 
m-j 
%w = c (Xj.h * p;t-“, 
k=O 
+I#;-j (i - g, - 4Cx) 
Nous allons montrer que: 
D%,wh(D"'~) = ."d;~(D"+'~) (47) 
Le ThCoreme 2 resultera alors de (45), (47) et du lemme 1. 
Montrons maintenant (47). 11 est clair tout d’abord que: 
DW,($b) = d,y+) 
D’autre part: 
Dj (5 (pi-,-",+)&k (; - a)) = f (p",-",+)h-j (Dig," c - a)) 
k-0 k=O 
On utilise maintenant le lemme 2 (30 ii) et I’identid 
‘i”hj = (-1)%-j i (-l)“C”S(-ph) * = D~x+,~ * 
PO 
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I1 en rksulte que: 
Puisque DGI;w&(D8+1$) est Cgal B 
on dCduit (47) de (48) et (49). 
6. VALUATION DE L'ERREUR DE TRONCATITRE DANS LES ESPACES Wm*p(Q) 
La gCn&alisation des thCor&mes 1 et 2 lorsque l’on remplace R par Rn et 
2 par 2” est classique. 
On prend si m = (m, ,..., m,), k = (k, ,..., k,), q = (ql ,..., qn) 
bnk(4 = !qhl) -** QJ%J 
(50) 
xm+dx) = xm,+1(x1) ‘** x971n+1w 
1 x 
( 1 
1 
Phw=~P z-a =j&.h,...j& p(XJz;l - ctl ,*.., XJ?,l - a,) 
etc. 
Alors: 
Phmuh = w2 c uhoLx;+(l, h = w2 1 X&) c 
@,‘#)a = h112(;i=, $1 
oi O<k<m 
(51) 
Si 4(x) = h(xJ --- &(x,J, on en dkduit que 
et, en utilisant la formule de Taylor g plusieurs variables, que: 
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II existe done d’apres le theoreme 2 des fonctions pi ,..., ,on telles que si 
j<s 
1; I)j(p,tn9t,+ - 4)ilp < dr-jll ZPp, lip (52) 
pour toute fonction C(x) = $1(~1) *-* &(x,$ Mais l’espace de ces fonctions 
est dense dans les espaces de Sobolev et cette inegalite vaut pour les fonctions 
de W”*P(R”). 
Soit maintenant Q un ouvert de R”, suffisamment regulier, pour qu’il 
existe un operateur continu z= de prolongement de lVIJ’(Q) dans Wnt*P(Rn) 
pi == I dans iW~J(Q); p = restriction a .Q (53) 
Soit h = (hi ,..., h,). On definit: 
s,~qa) = {a E 2” tels que support ~;+i,~ n .Q -= D> (54) 
On designe par Wr*p(Q) l’espace des suites uh = (uhz) definies sur J~,,‘~(Q) 
et on definit: 
P;z’.Q = PPlln; yt,,s? = Yh” (55) 
Puisque 
on en deduit le 
THI%O&ME 3. II existe une restriction r,, telle que 
II P;lf,‘,,,# - 4 1lk.P < chm+l-kll 4 llm+l,P ; O<k<m (57) 
De plus 
9 ;~!lP&y,&d - 4 lIm,P = 0 
ii) 
(58) 
si p;,u, = 0, alors uh = 0 sw :#tr”L(Q) 
Les deux propositions de (58) ont et6 Ctablies au $3 du chapitre II de [l]. 
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